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1 Einfache lineare Regression

1.1 allgemein

Die drei Hauptgriinde fir eine Analyse des Zusammenhanges zwischen zwei kontinuierli-
chen Variablen sind:

1. sind beide Variablen voneinander abhangig? (Korrelation)

2. eine Vorhersage des Wertes der einen Variable aus der anderen zu ermoglichen
(Regression) und ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Realitat zu suchen

3. den Grad der Ubereinstimmung der Werte der beiden Variablen zu bestimmen
(Konkordanz)

Korrelation und Regression:

Pradiktor-Variable x (unabhangig) = Outcome-Variable y (abhangig)

Eine lineare Beziehung zwischen Pradiktor und Outcome muss biologisch plausibel sein
(Beispiel: nach der Pubertat ist ein linearer Zusammenhang zwischen Alter — Grole
nicht mehr plausibel).

1.2 Vorraussetzungen

e Fir jeden Wert von x sollte das y normalverteilt sein,
zumindest aber symmetrisch verteilt

e Die Varianz von y sollte fur jedes x gleich grol3 sein (homoskedastisch)

e iid: identical (y; stammen aus einer Verteilung) independent (unabhangige Stich-
proben, nur je ein Wert der Variablen von einem Individuum) distribution

e y= a *+ fpBx + ¢
0 1 0

y-Achsenabschnitt Steigung Fehler

aund fsind die durch die Regression geschatzten Koeffizienten

e Der Fehler ¢ist normalverteilt mit dem Erwartungswert 0 und der Varianz ¢*
&~ N(0,0%)

e Die Fallzahl sollte méglichst > 100 sein (100 Paare x;y;)

e Uberpriifung der Vorraussetzungen:
Scatterplot der Originalwerte

Residuenplot (Normalplot, Shapiro-Wilk)
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1.3 Varianzaufteilung

Gesamte Varianz = Erklarte Varianz + Unerklarte Varianz

= LSS 2 s =S — LS oy
$ST=— Zgy_i_y)] s¢'[=— Zgy 1+ s n_1;<_yi__yi>]

! | !

Abweichungsquadrate vom Schatzwerte von Residuen
Mittelwert (Erwartungswert) yi (= Gerade) — minimieren
= grobste Schatzung von y; “Least-square-Methode*

Die Residuen sollten fur jedes x; normalverteilt sein (um 0)

— ist y; nomalverteilt = dann ist auch (y; — y,) normalverteilt

1.4 Korrelationskoeffizient »r und BestimmtheitsmaR B

Der Korrelationskoeffizient r ist ein Mal® der Streuung der (Mess-)werte um einen
zugrunde liegenden linearen Trend: je grof3er die Streuung desto geringer die Korrelation.
r kann folgenderweise berechnet werden:

2 2 2 5
ST =S + Sp t S (val. 1.3)
2 2 2
1 = & L SF 2 Sk . :
2 2 r = 2 = BestimmtheitsmaR B
S S S
T = relativer Anteil (Prozentsatz) der durch die Regression
¥ erklarten Varianz an der gesamten Varianz
2
SR
r = 5 Korrelationskoeffizient
r e[-1;1]
=1 = ,perfekter* Zusammenhang, alle Punkte auf einer Geraden
r=>0 = kein Zusammenhang

Beispiel:
r=07= r*=B=0,49 = 49 % der Gesamtvarianz werden durch die
lineare Regression erklart.
Beachte:
e Die Gerade ist nur dort gultig, wo Messwerte vorliegen! (keine ,Extrapolation®)
e Schichtungen kdnnen etwas vortauschen:
a) falscher Zusammenhang durch Cluster = ,Klumpung“ (Schichten, Strata)

b) falschlich kein Zusammenhang, obwohl einer in den einzelnen Schichten
vorhanden ware.
GegenmalBnahme: rin den Strata berechnen; multiple Regression (S. 10)
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1.5 Test auf Signifikanz des Korrelationskoeffizienten r

Hypothese:
Ho: »=0 (kein Zusammenhang zwischen x und y)
Hi: »#0 (Zusammenhang) — 2-seitiger Test!

(einseitig: Hq: ¥ > 0 oder Hy: ¥ <0)

n—2 . "
> Ly g — Verteilt (fir n > 60)

Testgroie: 1 =r-
estgrofe 1,

fn_z;a bei der einfachen lineare Regression (k = 1)

k = Anzahl der Pradiktoren
n = Fallzahl

{

Entscheidung: Wenn /| >#;,.,. = r signifikant von O verschieden

Fir grof3e n kann die z-Verteilung genommen werden

Alternative:

Direkt in der r-Tabelle nachsehen:

‘r‘ > Frenie(M,@) = r signifikant von 0 verschieden

n = Fallzahl
a = Irrtumswahrscheinlichkeit

Test von r gegen einen vorgegebenen Wert ry:

Hypothese:
Ho: r=1Ip
H1: r#*Ip

(einseitig: Hq: ¥ >rp oder Hy: 7 <o)

TestgroRe:

f=(r-1,) n-2 ‘ teilt fiir n > 60
=(r—1)- _—ver >

l‘”_z;a bei der einfachen lineare Regression (k = 1)
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k = Anzahl der Pradiktoren
n = Fallzahl

{

Entscheidung: Wenn {{|> ;... = r signifikant von ro verschieden

Fur grol3e n kann die z-Verteilung genommen werden

1.6 Minimierung der Residuenquadrate

= Minimierung der unerklarten Varianz = ,beste” Gerade durch die Punktwolke
1 _
Se=2x" == Q. xH = (x,~X) =(n-1)-Var(x)
i no i
1 _
Sy =223 = () = 2 =) = (n=1)-Var(y)

Sy = le-y,- _%‘ fozyf = Z(xi X))y, —y)=(m-1)-Cov(x,y) (Cov(x,y)= Kovarianz)

Gerade: y=a+pf-x

o: intercept (y-Achsenabschnitt) = y-p-x
A
B: slope (Steigung) = S
> (& =0, ~ ) ¢ 2
I": L = il = SR B 2
_ _2 . 2, =r
\/Z('xi_x)zz(yi_y) \/Sxx Sy S
s Syy -B- Sxy
Anmerkung: se(f)=—"2= mit S, =41 — < (Residual-/Restvarianz)

\/g n—2

1.7 95%-Konfidenzintervall fir die Regressionsgerade

FUr bestimmten Wert der x; : x = x gilt

)Si itn,zyl,% 'Se(j}i) (df =n-2)
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Syy _'B'Sxy
mit S, = T (Residual-/Restvarianz) und

=2
Xy — X
se(§) = sm-\/hM
n

S

XX

alle Geraden in diesem Konfidenzband sind theoretisch als Regressionsgeraden madglich
(die wahre Gerade liegt zu 95% in diesem Konfidenzband):

Die Gerade reprasentiert die zu erwartenden Mittlerwerte y, fur jeden gegebenen Wert x;

Je grofer n, desto enger wird das Konfidenzintervall

T 1 I T

95% Konfidenzintervall fir die Regressionsgerade

1.8 95%-Voraussagebereich (prediction interval)

Fur bestimmten Wert der x; . x = x gilt

j}i T n—2,1—% 'Spred (df = n_2)

= Prognoseband fur y-Werte (breiter als das Konfidenzband und schlief3t oft alle y-Werte

ein). Einzelne Punkte sind ablesbar (Fur x = ... liegt der prognostizierte Wert zwischen ...
und ...)
Syy -p Sxy
mit S, = T (Residual-/Restvarianz) und
1 = 2
Spred = Sres ) \/1 + ; + M

Das Prognoseband wird nur wenig enger mit steigendem n (siehe Altmann, S. 307)
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95%-Prognoseband (Voraussagebereich)

1.9 Wald-Test: Signifikanz von S;

Ho: £ =0 (Steigung = 0: waagrechte Gerade = fur jedes x; gleiches y = keine
Vorhersage von y durch x!))

Hi: £ #0 (2-seitiger Test) (einseitig: H1: g > 0 bzw. Hy: 5 <0)
) ~_ B . .
TestgroRe: [ = ~; Lok-1:¢ - verteilt (k=1 = t,7.4- verteilt)
se(f;)

k = Anzahl der Pradiktoren (einf. lineare Regr. k£ = 1)

t

Entscheidung: Wenn [{|>{;,.,c = psignifikant von 0 verschieden

Bemerkung: ngroR =t >z se(f3) =~Var(B)

1.10 Konfidenzintervall fir den Regressionskoeffizienten f3;

Kl (B) = B = se(B) b ia

! ! ! !

wahrer geschéatzer Wert  se(3)=+Var( ,[%) fur n > 100 statt # auch z-Verteilung mgl.
Wert fur 5 aus der 7 (95%): 1,96
Regression bei grofe n: zz ~ xz
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2 Multiple lineare Regression

2.1 Uberblick: Was mache ich wann (und warum)?

a)

b)

Student’s t-Test (x hat 2 Klassen)

: + eindi .
Outcome y metrisch ein diskreter Pradiktor x bzw. ANOVA (x hat k Klassen)
Outcome y metrisch + ein metrischer Pradiktor x (einfache) lineare Regression
Outcome y metrisch + k metrische Pradiktoren Xx; multiple lineare Regression

+ k diskrete Pradiktoren x; k-fache Varianzanalyse

+ k gemischte Pradiktoren Xx; gemischte multiple Regression /
Kovarianzanalyse

Outcome y binar + ein oder mehrere diskrete
oder metrische Pradiktoren x;

Logistische Regression

Outcome y + ein/mehrere diskrete

= Uberlebenszeit oder metrische Pradiktoren x; Cox-Modell

2.1.1 Warum multipel und nicht einfach?

Man mochte...

a) den Effekt eines Pradiktors unverzerrt (,unbiased®) schatzen = ,Nettoeffekt*
(d.h. bereinigt von den Effekten der anderen Pradiktoren)

b) den gemeinsamen Effekt vieler Pradiktoren gleichzeitig schatzen = bessere
Ubertragbarkeit auf andere Populationen

c) die Prognose des Outcome fur neue Werte der Pradiktoren verbessern

2.1.2 Probleme

Im Rahmen der multiplen linearen Regression sind folgende Punkte zu beachten
(sind die Modellvoraussetzungen erflllt? wie modelliere ich? ist das Modell gut?):

a) ist der Zusammenhang zwischen x; und y wirklich linear?
b) Sind die Fehler € normalverteilt?

c) Art der Variablenselektion: forward oder backward?

d) Schétzung der Effekte /3,

e) Signifikanz der S, — Wald-Test, Konfidenzintervall

f) Pradiktoren unabhangig oder mit Wechselwirkungen untereinander?

g) Erklarungswert des Modells - multiples BestimmtheitsmaR R’

h) Wie gut ist das Modell - Residuenanalyse, Goodness-of-fit-Test,

Kreuzvalidierungen
i) Interpretation des Modells -
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2.2 Gleichung

,Realitat“:
y = by + Bx, + Bx, + Lxy + o+ [ix + €
1 T
intercept Fehler & N(0, 6°)-verteilt

,Modellschatzung*:

A

y = B+ Bx + Bx, + Bx; + ..+ Bx

—

= linearer Pradiktor /

2.3 Residuen und multiples BestimmtheitsmaR (vgl. Seite 4)

n
. A N2 . . .
Summe der Residuenquadrate: 0, = Z(yi —¥;)" (n Félle in der Regression)
i=1
(vgl. unerklarte Varianz) |_> minimieren: ,least-square-method”
Gesamtstreuung: 0, = D(n-y’
i=1

(vgl. Gesamtvarianz)

Summe der Regressionsquadrate: 0,-0, = Y. (,-¥)’

(vgl. erklarte Varianz)

= Giite der Regression: R’ = B (multiples BestimmtheitsmaR)

R e [0;1] je ndher R’ bei 1, desto besser der Erklarungswert der Regression

R’..2—R*a =B, ,— B, macht eine Aussage dariiber, wie viel Prozent durch die
Aufnahme von Faktor x; zusatzlich erklart werden.

0,(x)-0,(x,x,)
0,(x)

Bedeutung: relativer Anteil der Varianz des ersten Modells (nur x;), der zusatzlich durch
Faktor x, erklart wird. Der Erklarungswert des neuen Modells (x; und x,) steigt insgesamt,
jedoch sinkt der Erklarungswert von x; im neuen Modell im Vergleich zum alten Modell
(nur x;).

»partieller Korrelationskoeffizient*: \/

2.4 Anpassungstest (Goodness-of-fit-Test GOF / Overall-F-Test)

Hypothesen:
Ho: ,31=ﬂ2=ﬂ3=---=ﬂk=0

Seite 11 von 35




(mindestens ein S =0!)

= signifikant (mind. ein g; ist = 0),

Hi: f£=#0

TestgroRe: F= lf; n_llz_l
Testentscheidung: Frest > Frabelle
Tabelle: Fk,n-k-1)

k = Pradiktoren, »n = Fallzahl

2.5 Wald-Test: Signifikanz der £,

Hypothesen:
Ho: ,B, =0 H1: ,B, #0

-
TestgroRe: [ =——
Se(ﬂi)
Entscheidung: f > tTabelle
Tabelle: Ly k-1

(fir jedes f3. einzeln)

tak-1.o- verteilt, K = Anzahl der Pradiktoren

se(f) =Var(5,)
= Bi signifikant von 0 verschieden

n = Fallzahl, k = Pradiktoren

ngrol =>t—z (Normalverteilung)

2.6 Konfidenzintervall fur ,3,-

A

Kl (:Bz) = Bi * Se(/éi) Ty n>100: Klose: ,éi * 1a96'S€(,éi)

Kl wird grofder fur kleine n, da die Schatzung dann ungenauer ist
Wie immer: bei n > 100 auch z-Verteilung statt 7-Verteilung

2.7 Modellierung des linearen Pradiktors

2.7.1 Forward selection

a) Alle moglichen Pradiktoren einzeln testen:

y = B + Bx
y = B, + B etc.
— Wald-Test fur g;, £, usw.

= wahle das x; mit dem kleinsten p-Wert (moglichst < 0,05) fur g im Wald-Test
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= ,X/“ (erster Pradiktor im Modell)

b) Inklusion eines weiteren Parameters:

Alle Paare der restlichen x; mit x; durchtesten:
= By + Bx, + Bx,
y o= B + Bx + Bix etc.
— Wald-Test fur g, 5 usw.

= Auswahl des g mit dem kleinsten p-Wert
(nur wenn p < 0,05, sonst ist das Modell schon mit x; beendet)

<>

= ,x* (zweiter Pradiktor im Modell)
c) Gegebenenfalls weitere Inklusion von Parametern analog Schritt b)

d) Wenn keine p-Werte < 0.05 mehr auftreten ist das Modell fertig

2.7.2 Backward elimination

a) Beginn mit vollem Modell:
y o= By + Bx + Bx, + Bxy + .+ Bx

b) Wald-Test fur alle i = Elimination des x; mit dem ,schlechtesten® f;
(grofdter p-Wert [ > 0,05] im Wald-Test)

c) = Kleineres Modell, wieder Wald-Test fur die vorhandenen ;
= Elimination des £ mit dem gréften p-Wert

d) weitere Verkleinerung des Modells bis zum Stopp:
alle p-Werte der Ubrig gebliebenen g; sind signifikant (p < 0,05)

Problem: ,Overfitting“ an der Stichprobe = schlechte Ubertragbarkeit auf andere
Populationen (Generalisierbarkeit / externe Validitat)
= lieber sparsam modellieren

Overfitting: Hiervon spricht man, wenn die Vorhersageleistung eines statistischen Mo-
dells, welches an einem abhangigen Datenkollektiv (Testkollektiv) entwickelt wurde, auf-
grund zu vieler verwendeter Pradiktoren an einer unabhangigen Teilstichprobe (Examina-
tionskollektiv, erneutes Testkollektiv) dramatisch einbricht.

CAVE: Forward selection und Backward elimination fiihren
meistens nicht zum gleichen Modell!
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2.7.3 Plausibilitat der £ prifen

£ <0: praventiver Pradiktor x;

5> 0: Risikofaktor x;

Falls Unplausibilitaten auftreten: e Modell Uberdenken
e Kodierung von Outcome / Pradiktor(en) Uberprufen
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3 Logistische Regression

3.1 Voraussetzungen

»~>chwache® (d.h. relativ wenige) Voraussetzungen bezuglich der Verteilungen:
e Outcome = binar (dichotom)

¢ fixe und gleiche (!) Beobachtungszeit der Probanden, da sonst die Chancen fur
den Eintritt eines Events (y = 1) unterschiedlich sind. Andernfalls Uberlebenszeit-
analysen verwenden (S. 26).

e iid: identical (y; stammen aus einer Verteilung) independent (unabhangige Stich-
proben, nur je ein Wert der Variablen von einem Individuum) distribution

e falls iid nicht erfiillt ist: andere Methoden anwenden.
z.B. GEE (generalized estimating equations), GLM (generalized linear model),
GAM (generalized additive model)

3.2 ,Herleitung“

Outcome y bzw. p (Eventwahrscheinlichkeit)

L A
z.b. Herzinfarkt

logistische Regression

oE—F % %L % % >
@ x (Exposition)

z.B. Cholersterinspiegel

¥~ lineare Regression

Bei einem binarem Outcome eine lineare Regression durchzuflhren gleicht einer ,Ver-

gewaltigung®. Prinzipiell fuhrt die Software (z.B. SAS) diese zwar durch, sinnvoll ist es je-
doch nicht:

Es treten negative Wahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeiten grof3er 1 auf (unmog-
lich!). In der Realitat treten nur O (kein Event) und 1 (Event) auf.
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Man braucht daher eine Funktion, die die ,0/1-Realitat* besser modelliert.

Eine Moglichkeit (aber nicht die einzige) ist folgende:

e
B B e’ B e~ 3 1
P Y l1+e* l+e* l+e™
ex

Lineare Regression: y=a+ f x

Jetzt: h{lij = a+ [ x = linearer Prddiktor |
4

odds

s

log odds
= logit p

.Rechtfertigung® warum logitp = o+ f x:

r=0 = ln[ p} = ln(gj = —w
l1-p 1

p=1 = ln( pj = ln(l] = 4o
l-p 0

1n(L] =1 = a+fx

p — el — ea + fx

passt zum Wertebereichvon y =a+ f x

a+ pxl a+ fx

= e p-e

L 2+ Bx — ea+ﬁ»x

p = (-p)ye™
p

p.(1+ea+ﬂw) — ea+ﬁ~x

B ea+ﬁ-x
po= 1+e**F=

= "Einmtrittswahrscheinlichkeit"

e Minimumvon a+fx: —o = p=0
e Maximumvon a+fx:+0 = p=I

e’ 1

1+e* 1+¢e™“

e x=0 = a+fx=a = p= ,Baseline-Risiko“ (Grundrauschen)

Ziel: Schatzung fur p hoch fir Leute, die wirklich krank werden und niedrig flr Leute, die
gesund bleiben.

Seite 16 von 35



3.2.1 Beispiel:

X = exponiert ja/nein = 1 oder 0

Proband 1: x =0 (nicht exponiert)
Proband 2: x =1 (exponiert)

Odds fiir Proband 1: P _ e _ e
1- P
Odds fiir Proband 2: Py _ sl s
1- P,
D,
1_ p ea+ﬁ ea . eﬁ
Odds Ratio Proband 2 / Proband 1: OR = z — — = —= e’
= OR (exp./nicht exp.) P, e e
1- D

3.2.2 Wie kommt man an a und ? ,Maximum likelihood-Verfahren®

Prinzip:
y-Abweichungen Realitat — Modell sollen moglichst klein sein (vgl. kleinste Abstands-
quadrate)

= wenn krank® soll p nahe bei 1 liegen, wenn ,gesund® soll p nahe bei O liegen

= Produkt: [ = I |[yl . I I a —[9].) maximieren durch ausprobieren — PC
Kranke Gesunde
= b e pelol] = Lelo]
Likelihood sollte nahe sollte auch nahe
1 sein 1 sein (da f)]. nahe 0)

Dieses so genannte ,,Maximum likelihood-Verfahren* liefert dann « + £,
Warum Produkt? Beobachtungen sind unabhangig = P(A n B) = P(A) - P(B)

3.2.3 Devianz
D = -2-InL o . o
— 2.0l — minimieren (entspricht L maximieren)
Log-Likelihood-Funktion Minuszeichen bei D macht die Werte positiv

L e [0;1] = LL € }w;0] = D € [0;+9]

Wichtig fur die Devianz: L' = D = —InL’ = -2-InL = -2-LL

vgl. least-square-method
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3.3 Wichtige Formeln: Odds; Odds Ratio; Wahrscheinlichkeit

II{ILJ = | = a+B x+pB,x,+..+ B x;, = linearer Pradiktor [
4

OddS — el = e o+ x;+ 5y xy+.. 4P X;
OR = é'"™ =¥ o OR. = e’ (Anstieg um 1 Einheit)
OR. = " (Anstieg um c Einheiten)
p o= 1 B e _ Odds
l+e” 1+¢ 1+ Odds

3.4 Wald-Test zur Prifung der einzelnen £

Hypothesen:
Ho: ,B, =0
Hy: pi#0
) ; _ B . ey
TestgroRe: r = ~ Lok-1.o- verteilt, k = Anzahl der Pradiktoren
se(f,)
se(B) =\Var(B)
Entscheidung: {| > Lrabelle = f; signifikant von 0 verschieden
Tabelle: york-1 n = Fallzahl, kK = Anzahl Pradiktoren
n grol3 (> 100) = ¢t — z (Normalverteilung)
Hinweis:
A N 2
statt 7 = -2 i ~ z gehtauch: Xia = (Lj
se(B;) » Se(lgi)

Klausur: mit #,_; rechnen (laut E-Mail Dirschedl!)

Standardisiertes g : K; = [3; - sd(Pradiktor)
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3.5 Likelihood-Ratio-Test (LR-Test)

Hypothesen:
Ho: B. =0 . B, “ steht fir zuséatzliche S, im Modell
H: B.#0
TestgroRe:
LR = 2-(LL(B,B)-LL(B) = 2-LL(B,B)-2-LL(p)
LR = D Untermodell D Obermodell

x4 - verteilt;  df = Unterschied der Variablenanzahl in den beiden Modellen

Entscheidung: LR > )(f_a,df = Test signifikant, zusatzliches £ signifikant

Tabelle: ;(jf df = Unterschied der Variablenanzahl in den beiden Modellen

Der LR-Test wird fur die Modellierung (forward oder backward) bendétigt.

3.6 Konfidenzintervall von OR;

Kl(l—a) : eﬁiiza‘W‘ :> ORl :[eﬁi_zd.m;eﬂi-’_%’.m}

oder /

A'i . b B —z_-se(f3; B +z -se(f.
KI(I_Q); it 7ase(B) N ORl.:[eﬂ’ erseB) . Bt zarsel )]

b

(Bei n < 100 lieber ¢-Verteilung nehmen, #,_; ,)

Testbasiert (Miettinen):

1% 1+ %a
2 2
KI OR A’T ; OR A? z° aus dem Wald-Test bzw. LR-Test

(-a) -
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3.7 Dummy-Kodierung bei nominalen Faktoren

Nominale Faktoren mit ¢ Kategorien mussen mit c-1 Dummies kodiert werden:

Beispiel: Klinik 1, 2 oder 3 soll kodiert werden

Dummy1 Dummy2
K1 0 0 = Referenzkategorie (kdnnte auch als K2 oder K3
K2 1 0 festgelegt werden)
K3 0 1
d.h. B1 * Dummy1 + 3, * Dummy2 e’ : OR von K2 bezog. auf K1
S i L
stehen kombiniert fiir K1, K2 und K3 e’ : OR von K3 bezog. auf K1

Dummies:

Verlust von Information, da z.B. ordinale aber auch metrische Merkmale (z.B. Altersklas-
sen) oft nominal mit Dummies codiert werden.

Problem ordinaler Merkmale:

Bei der logistischen Regression mussen die (Risiko-)Abstande zwischen den Auspragun-
gen gleich grof sein.

Da diese Abstandsgleichheit in der Realitat oft nicht oder nur fraglich erfiillt ist (z.B.
NYHA-Stadien, Schulnoten etc.), nimmt man dann lieber eine Nominalklassifizierung (mit
dem Problem der Dummy-Codierung).

3.7.1 Dummy-codiert oder ordinal?

Ist ein c-klassiges Merkmal mit c-1 Dummies codiert lasst sich wie folgt entscheiden, ob
eine ordinale Kodierung korrekt/erlaubt ware:

Beispiel:
3-klassiges Merkmal M (1,2,3) nominal mit 2 Dummies D1 und D, mit 5, und f:
Nominal: Dq: g bei1 > 2 1 J 51

Dy: > bei 1 -3 2 )Bz

Referenz 1!

Falls bei nominaler Codierung gilt: | 2-B; = 3, |ist eine ordinale Codierung erlaubt

= man spart Freiheitsgrade.

3

CAVE KLAUSUR: Referenzklasse beachten!
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3.8 Modellierung

3.8.1 Backward elimination

— Hierarchisch arbeiten, Beispiel mit 3 Einflussfaktoren A,B,C:

Devianz

/

A,B,C

= volles Modell

\_AD = D nter= Doper» Adf dazu schreiben

=> LR-Test: 2

AB.

>3,84 bei df=1

nimmt zu >5,99 bei df=2
>7.81 bei df=3

[A][B|A

| LS

(bei a:=0,05)

\\\///

= leeres Modell (nur Intercept)

B,C ‘ signifikant falls:

¢ Verschiedene Pfade mit gleichem Start und Ziel haben gleiches AD:

—
zB. ABCoAB—->A->0

ABC—->BC—->B—->0
\.______—_____}

AD gleich

e bei nominalen Variablen mit ¢ Klassen: df=c -1

e LR-Test signifikant (Seite 19)
= Obermodell ist Uberlegen (ausgesonderte Variable war signifikant), Stopp

¢ LR-Test nicht signifikant

= Untermodell ist Uberlegen = weitere Elimination

¢ Falls mehrere Pfade nicht signifikant sind:
kleinster y*-Wert entscheidet (falls df bei den Pfaden gleich)
bzw. groiter p-Wert (egal welche df’)

e Ausgesonderte Faktoren = keine Confounder

e Vorteil ,backward elimination“: alle Variablen ohne Vor-Screening im Modell

¢ Nachteil:

zu viele Variablen = ungenaues Modell (valide aber nicht prazise) = Konfidenzin-
tervalle werden riesig
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Faustregeln fiir die Fallzahl gilt:
Ein gutes Verhaltnis zwischen Fallzahlen und Anzahl der Variablen ist:

Zahl der Variablen * 10 = Fallzahl »

Variablen/Termanzahl ~ «/Z n = Probandenzahl
n
Variablen/Termanzahl ~ E
3.8.1.1 Beispiel:

ABC D=1111

AD =6.07 \H 576 AD =379
\ij’l.l'r 2 /\H'f‘i

2 | D= 1687 BC | D=149
AD =593 AD = 5,87
| backward elimination ~20.83 C D=2077
o 5,971
‘ A binar Aﬁy /
| B: binar
| & nominal, 3 Klassen v = 26,74

Beispiel: Backward elimination bei einem Modell mit 3 Pradiktoren (A,B binar, C nominal
mit 3 Klassen

1.) Start mit vollem Modell A,B,C: Devianz 11,11

2.) Elimination eines Pradiktors aus dem Modell

= aus AD und df (C nominal mit 3 Klassen = 2 df) LR-Test berechnen:
ABC—>AB: AD=6,07,df=2 >5,99 = LR-Test signifikant!
AB,C—>AC: AD=5,76,df=1 >3,84 = LR-Test signifikant!

AB,C - B,C: AD=3,79,df=1 <3,84 = LR-Test nicht signifikant!

= A aus dem Modell eliminieren = mit B,C weiter

3.) Elimination eines weiteren Pradiktors aus dem Modell

4.)

B,C - B: AD=593,df=2 <599 = LR-Test nicht signifikant!
B,C —» C: AD = 5,87, df =1 > 3,84 = LR-Test signifikant!

= C aus dem Modell eliminieren = mit B weiter
B—0: AD =5,91,df =1 > 3,84 = LR-Test signifikant!

= B kann nicht aus dem Modell eliminiert werden

= fertiges Modell: B
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3.8.2 Forward selection

Start mit dem Minimalmodell (leeres Modell):

= leeres Modell (nur Intercept)

/\ /\ A

AB

\\\///

A, B,C ‘ = volles Modell

Vorgehen:
1.) Start mit dem Null-Modell
2.) LR-Test fiir Obermodell mit einem Pradiktor

3.) Hinzufligen des Pradiktors mit dem ,,signifikantestem Ergebnis“ im LR-Test
(=groBter y>-Wert (bei gleichen df) bzw. kleinster p-Wert (unabhangig von d)

4.) LR-Test fiir Hinzufiigen eines weiteren Pradiktors = evtl. weiteres Hinzufiigen
eines Pradiktors (analog 3.)

5.) Stopp der Forward selection, wenn kein LR-Test signifikant ist = Endmodell

BEACHTE:

In der Epidemiologie ist man nur an Modellen interessiert, die die
untersuchte Exposition enthalten = Start mit der Exposition (nicht Null-
modell).

Bei der backward elimination wird die Exposition nie eliminiert!
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3.9 Wechselwirkungen: OR und Konfidenzintervall

Bei Wechselwirkungen kdnnen Haupteffekte nicht mehr global angegeben werden: Es
kénnen nur noch bedingte OR berichtet werden, da jetzt neben A und B auch die Wech-
selwirkung A*B im Modell als Pradiktor stecki:

Modell: y = a + ﬁA-A + IBB.B + ﬂAAB-(A*B)

Odds(4=1M B =0)

z.B. OR (A=1 n B=0 versus A=0 und B=1)
Odds(A=0n B =1)

z.B. OR(A|B=1) % im Stratum B =1
Vorgehen:

OR (A=1 n B=1 vs. A=0 n B=1) berechnet sich wie folgt:
Al = lA:l;B:l lA:O;B:I

Al = (02+BA.1+BB~1+BAB-(1*1)) - (d+ﬁA~0+ﬁB-1+BAB-(0*1))
Al = (d"'ﬁA"'ﬁB"'ﬂAAB) - (0?"':83)
Al = ,éA"‘:éAB

:> OR — eﬂA +P 5

Wechselwirkungen treten nur ,in Aktion“ wenn beide Variablen ,in Aktion“ sind!

Konfidenzintervall:

. (Ba+Bap) T zg-se(Sy+Pp)
KI']-OL- e A A*B /|1 A*B

!

se(f,+ D pp) = \/Var (Ba+Pas)

Var(B, = Bpp) = Var(B,)+Var(f ) 2cov(f,, f:5)
=(se(B,)))’ =(se(B,,)> Kovarianzmatrix:

ﬂA ﬂB ﬂA *B

B var (f4) cov (B 1) cov (B, Br+p)

Bs cov (Bs, B1) var (f3g) cov (Bs, Baxs)

Bas cov (Baxs, Ba) | cov (Baxp, Bs) var (B4+3)
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Anmerkungen zum logistischen Modell / Klausur:

Beispiel:
A: ordinales Merkmal mit 3 Auspragungen = 0;1;2
B: metrisches Merkmal
C: nominales Merkmal mit 3 Auspragungen = Dummy-Kodierung mit D; und D,!
E: dichotomes Merkmal = 0;1
F: dichotomes Merkmal = 0;1

E*F: Wechselwirkung zwischen E und F

3); = d+ﬁA'A+ﬁB'B+IéDI'D1+ﬁD2'D2+ﬁE'E+ﬁF'F+ﬁEF.(E*F)

Variablen im Modell: 5 (4,B,C,E,F)

Terme im Pradiktor: 8 (e, B4, Ps, Poi, Ppa Pe Pr PeE)

LRisiko“-Klassen: 3-3-2-2=24 (#A -#C - #E - #F) [metrische werden nicht berlcksichtigt]
(Kategorien)

Beobachtungs-Null: Kombination von Merkmalen (=Risikoklasse), die in der
beobachteten Kohorte zufallig nicht beobachtet wurden, aber
prinzipiell vorkommen kann

Struktur-Null: Kombination von Merkmalen (=Risikoklasse), die in der Realitat
nicht vorkommen kann, aber der Vollstandigkeit wegen mit
aufgefthrt wird

PR ist immer nur ein Vergleich zur Referenzkategorie (alle Dummies = 0)

Nur e’ 77 jiefert Vergleiche von 2 Dummy-Kategorien!
Beispiel: D, D,
Alter in drei nominalen Klassen 1 0 0 — Referenz
0 —> ,391
3 0 1 — b2

5, _ Odds(Klasse3)
Odds(Klassel)

0 R( Klasser _ oo Odds(Klasse?2) 0 R( Klasse3)
Klassel Odds(Klassel) Klassel

Klasse2 B -

OR( Klasse3j I e’r _ Odds(Klasse3)/ Odds(Klassel)
er Odds(Klasse2)/ Odds(Klassel)
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4 Uberlebenszeitanalyse

4.1 Vorbemerkungen

Warum ist bei der Analyse von Uberlebenszeiten ein neues Verfahren notwendig?

Vergleich von Therapie A und B:

Fall a)

Fall b)

Fall c)

Status: verstorben (1), lebt (0), Uberlebenszeit unberticksichtigt

= Analyse mit 4-Felder-Tafel, Haufigkeiten, xz-Test

Studie lauft bis alle Patienten aus A und B verstorben sind
= Uberlebenszeiten

= Analyse mit Mittelwertsvergleich der Uberlebenszeit, t-Test

Studienende festgelegt = Lebende und Verstorbene in A und B
= Status (0/1) und Uberlebenszeiten von Verstorbenen und Lebenden

= neues Verfahren notwendig

Fur jeden Patienten liegen zwei Informationen vor:

Status (dichotom) und beobachtete Uberlebenszeit (kontinuierlich)

Dabei unterscheiden sich die Uberlebenszeiten bei Verstorbenen (tatséchli-
che ULZ) und Lebenden (zensierte ULZ, tatsachliche ULZ ist nicht be-
stimmbar)

Survivorfunktion (s): Wahrscheinlichkeit p, einen bestimmten Zeitpunkt t zu Uberleben

(Uberlebenswahrscheinlichkeit)
Abnahme mit der Zeit: t=0=p=1> t=w0=p=0

Hazardfunktion (h): Wahrscheinlichkeit p, dass unmittelbar nach einem Zeitpunkt t

ein Ereignis eintritt unter der Vorraussetzung, dass es bisher noch
nicht eingetreten ist
Zunahme mit der Zeit: t=0=p=klein>t=0o=p=1

Zusammenhang zwischen Survivorfunktion s und Hazardfunktion h:

—j'hi(u)du
s(t)y=e’

Events und Zensierungen:

Event: Ziel-Ereignis (z.B. Tod, Rezidiv etc.) tritt ein = Status = 1 und beobachtete ULZ

Zensierung: Kein Ziel-Ereignis beobachtet — Status = 0 und zensierte ULZ

\“"—-——__

_-—-"'/

im Beobachtungszeitraum
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Zensierungsarten:

Zensierung 1: Patient lebt bei Studienende

Zensierung 2: Patient scheidet vorzeitig aus der Studie aus:

¢ Patient zieht weg ‘-I
¢ Patient erscheint nicht mehr .
¢ Patient verweigert weitere Teilnahme

Lost to Follow-up

e Event aus anderer Ursache
Problem: wirklich unabhangig von Therapie?
Nebenwirkungen = echtes Event!

Eventrate:

Re: # Events
beobachtete Population

Zensierungsrate:

Rc: # Zensierungen
beobachtete Population

Es stehen 2 Verfahren zur Verfiigung: Cutler-Ederer und Kaplan-Meier
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4.2 Cutler-Ederer-Methode

e Synonyme: Sterbetafelmethode, Aktuarsmethode
¢ Konstante Intervalleinteilung

e Annahmen:
Zensierungen und Events im Intervall gleichmaliig verteilt
= Schatzungen in der Intervallmitte (daher ai/2 in der Formel)

e Eventzeitpunkte oder Zensierungszeitpunkte mussen nicht ganz genau bekannt
sein (nur das Intervall in dem das Event bzw. die Zensierung eingetreten ist)

= Plot: Polygonzug mit Punkten in den Intervallmitten

Rechenschema - Beispiel: Life-Table

# Patienten # Zen-
unter Risiko # Ereig- sierun- Event- Uberlebens-
Zeit- zu Intervall- nisseim genim wahrschein- wahrschein-
intervall beginn Intervall Intervall lichkeit q lichkeit p Survivorfunktion S
i n; d; a q; = di/(n;-a;/2) pi=1-q; Si=sia*pi= [1»
i=0 _ — - =
0 ny = 60 0 0 qQo=0 Po=1 So=1
i=1 2 /(60 - %) 1-0336 1*0,9664
n, =60 2 1
1-180 q: = 0,0336 p1 = 0,9664 S, =0,9664
i=2 60-2-1 B 5 4 /(57 —5/2) 1-0,0734 0,9664 * 0,9266
181 - 360 n, = 57 q: =0,0734 p2 = 0,9266 S, =0,8955
¥
i=3 57-4-5 5 9 5/ (48 — 2/2) 1-0,1064 0,8955 * 0,8936
361 - 540 n; =48 qs; = 0,1064 ps = 0,8936 S;=0,8002
i=4 48 -5-2 _ _ S, =
541-...  ns=39 da= Pa= - T
Graph: Survival
1,0

0,75 -

0,5

0,25

, Zeit
0 180 360 540 720 ! Seite 28 von 35




4.3 Kaplan-Meier-Verfahren

e ungleiche Intervalle

e in jedem Intervall ein bzw. mehrere gleichzeitige(!) Ereignisse
(event oder Zensierung)

¢ Ereigniszeitpunkt = Intervallbeginn

e genaue Angabe von Event-/Zensierungszeitpunkten (notig)
= genauer als Cutler-Ederer

= Plot: ,,Treppenfunktion*

Rechenschema - Beispiel: Life-Table

# Patienten  # Ereig-  # Zensie-

unter Risiko nisse rungen Event- Uberlebens-
Zeit- zu Intervall- zum Zeit- zum Zeit- wahrschein- wahrschein-
intervall beginn punkt {; punkt t; lichkeit q lichkeit p Survivorfunktion S
i n; di a; qi=di/ni pi=1_qi Si=Si.1 *pi=HPi
i=0 no = 60 0 0 0 p1=1 So=1
to =0
i= 1/60 1-0,0167 1*0,9833
n, =60 1 0
t1 =26 q:=0,0167 p1=0,9833 S:=0,9833
'
i=2 60 -1 0 1 0 1-0 0,9833 * 1
= 27 n; = 59 qz = 0 P2 = 1 Sz = 0,9833
i=3 59 -1 9 0 2 /58 1-0,0345 0,9833 * 0,9655
t; =115 n; = 58 qs = 0,0345 ps = 0,9655 S;=0,9494
] 4
i=4 58 -2 0 . 0/56 1-0 0,9664 * 1
ts =194 n, = 56 q:=0 ps=1 S, = 0,9494
Graph: Survival
s
2 ty t; (Zensierung) ts t4 (Zensierung)
I
1
L]
1
[ Bt o A e
, Zeit
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4.3.1 Mediane Uberlebenszeit

Survival

A

1,0 1

0,75

0,5

0,25
j > Zeit
0 547 t
Survival
S
r 3
L o e e e

0,75

0,5 F=~=mmmmm i ———

|

|

|
0,25 !

|

|

v , Zeit

0 514 '

$s=0,5=50% = Zeitpunkt t ablesen (vom linksten Punkt)

Falls mehr als 50 % das Studienende ,,uiberleben®:

= keine mediane Uberlebenszeit anzugeben

Falls die Treppenkurve auf p = 0 endet:

= Event beim Patienten mit langster Beobachtungsdauer

Falls die Treppenkurve auf p > 0 endet:

= Zensierung beim Patienten mit langster Beobachtungsdauer
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4.4 Vergleich von Uberlebenszeiten

Log-Rank-Test:
e Mantel-Haenszel-Verfahren: 2 Survivorkurven
e Peto-Pike-Verfahren: 2 oder mehr (r) Survivorkurven

e Vereinfachung vom M.-H.-Verfahren

e konservativer als M.-H. (halt langer an Ho fest), d.h. TestgroRe stets
kleiner als die vom M.-H.

e keine Gewichtung der Ereignisse

4.41 Log-Rank-Test: Peto-Pike-Verfahren

Vorraussetzung: die Survivorkurven kreuzen sich nicht
Hypothesen:
Ho:  Gleichheit der Survivorkurven

Hi:  Unterschied der Survivorkurven (mindestens 2 von r)

TestgroRe:

2 c (Oi _Ei)2
X = Z—E O, = gesamte Zahl der beobachteten Ereignisse
i=1 j

1

E, = gesamte Zahl der erwarteten Ereignisse
(erwartet = gleichwahrscheinlich bei allen Kurven)

ni
Ei_ Z Oi ) Zni

alle Kurven

alle Kurven

n; = Anzahl der Probanden der jeweiligen Kurve

Entscheidung: ;(2 2 zjfz,,_l = mindestens 2 Survivorkurven unterscheiden sich

Tabelle: zﬁ,-:,_l r = Anzahl der Survivorkurven

4.4.2 Welcher Test?

Log-Rank-Test:

gewichtet alle Zeitpunkte gleich
e entdeckt eher spatere Unterschiede

Gehan-Test:

spezieller gewichteter Mantel-Haenszel-Test

e gewichtet frihere Zeitpunkte starker als spatere (sinnvoll, da »; im
Verlauf kleiner)

e weniger sensitiv fur spatere Unterschiede

e weniger konservativ als Mantel-Haenszel-Test

Survivorkurven kreuzen sich nicht — Log-Rank- oder Gehan-Test
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Survivorkurven kreuzen sich:
(Hinweis auf Interaktion der Variablen mit der Zeit: Die Risiken andern sich offensichtlich
mit der Zeit = Verletzung der proportional-hazards-Annahme)

sie kreuzen sich ,hinten® = Gehan-Test
sie kreuzen sich ,vorne* = Modell von Aalen (vgl. ,proportional hazards®)
sie kreuzen sich ,mittig* = kein Test, da offensichtlich kein Unterschied;

(Studiendauer andern?)

Vorgehen Log-Rank-Test:

1.) # beobachtete
# Patienten unter Risiko Events (keine Zen- # erwartete
zu Intervallbeginn sierungen) Events
n.
E=Y0 <
=n., — d +a. . i i
nl nl—l ( i-1 az—l) 01 4iB Zni
A+B
Therapie Therapie Z”i ZQ
I t was? A B 4B A B 4B A B
30 1 30 1
1 26 Event A 30 30 60 | 1 0 1 === . ===
| 60 2 60 2
- P
2 27  EventB |30-1=29 30 50 | 0 | 1 1 1.2 .39
| _— 59 59
<«
3 115 Zens. B _| 29 30-1=29 ! 58 0 0 0 0 0
4 194 Zens. A~ 29 08 57 0 0 0 0 0
5 211 2EventsA \28 28 56 |2 {01 2 2. 28 2. B8
1 56 56
6 215 Zens. B 264 28 54 0 0 0 0 0
USW. / /
2) Z Oi Therapie A Z i Therapie A
Z Oi Therapie B Z E i Therapie B
- Zoozef | (Zo,-Ye.f
3.) =1 ;0 r=2=df=1
2. E 2. s
4.) Falls y* > 3,84 = signifikanter Unterschied (o. = 0.05) zwischen den beiden

Survivorkurven

Check: ZO,' A+B ZZEi 4+B
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4.5 Das Cox-Modell (Cox Regression)

Simultane Untersuchung mehrerer EinflussgréRen bei zensierten Uberlebenszeiten

e Hazardfunktion (vgl. S. 26):

Bestimmte Kovariablen-Konstellation Linearkombination
S N ,lel +.o+ ﬂlx;,
ho (t]xp,.,x,) = hy(t) : e
Syt \““————‘-\/—""/
i-tes Individuum Baseline-Hazard: individueller Teil: parametrisch

e geschatzt aus geschatzten g,

e nur Zeitkomponente

¢ nicht-parametrisch

e allen Individuen gemeinsam

¢ .enthalt Konstante £, (intercept)

o ist fir Aussagen (relative Risiken) nicht relevant (kurzt sich raus)

S = Kovariableneffekte (Richtung und Starke der Kovariablen x;)

e Schatzung der g aus dem Maximum der partial Likelihood (partial, da die Zensie-
rungen zur Likelihood keinen Beitrag liefern, sie bleiben aber in der Risikomenge).

¢ Vorraussetzungen:

e proportional hazards: Risikoverhaltnisse sind Uber die Zeit gleich
= fi = const. Uber die Zeit ¢, denn jedes x; wird nur einmal pro Proband gemessen

e jid (identical independent distribution)
e Zensierungen sind unabhangig voneinander und auch vom Outcome unabhangig

¢ notwendige Daten: Beobachtungszeit, Status/Zensierung, unabhangige Variablen x;

e Priifung der ,proportional hazards“-Annahme

Uberpriift wird eine Interaktion von x mit der Zeit:
1.) grafisch:

Survivorfunktionen (bzgl. Der untersuchten Kovariablen) sollten sich nicht schnei-
den und keine ,Bauche” haben.

Die LLS-Kurven [(log(-log(survival))-Kurve] verlaufen parallel.

2.) Statistische Tests: Wechselwirkung der Variablen mit der Zeit ( x* log(?) ):

Uberpriifung ob die Wechselwirkung mit der Zeit signifikant ist
falls signifikant: Annahme verletzt! Beispiel: im Epi2-Skript

e Sich andernde (zeitabhangige) Risiken:

e Cox-Modell kann nicht verwendet werden = Aalen-Modell; time-dependent Cox:
(x; mehrfach gemessen = g = g (1))
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Relatives Risiko:

RR = B, = Hazardrisiko (-ratio) beim Ubergang von einer
=€ Merkmalsstufe in die nachste
B =InRR
Ubergénge immer von ,niedrig“ nach ,hoch*: RR= hohere Stufe
niedrigere Stufe

=0 =

Beispiel:

RR = 1,27
(5> 0)
RR = 0,87
(5<0)

RR =1

Risiko fuir Event steigt beim Ubergang von einer Stufe zur nachsten
Auspragungsstufe um 27% (= kirzere Uberlebenszeit)

Risiko fiir Event nimmt beim Ubergang von einer Stufe zur nachsten
Auspragungsstufe um 13 % ab (= langere Uberlebenszeit); protekti-
ver Faktor

95%-Konfidenz-Intervall des Relativen Risiko:

e c-f £ 1,96-|c| - se(f)

¢ = Anzahl der Risiko-Stufen

Begrindung: var(cf)=c*-var(8) =  se(cB)=c-se(S)

Test auf Signifikanz von S

1.) Wald-Test (mit z oder 4 bei groRen n oder t,.; fiir kleine n)

B

se(3,)

i
~

se(f3)

=

A 2
oder 7 = ( ’(B Z))J oder t
se(f,

2.) Kl fiir RR enthalt die 1, dann ist RR nicht signifikant.

Prognosescore

= linearer Pradiktor = Y., (kein Intercept!)

i=1

Je groRer der Prognose-Score, desto schlechter die Uberlebenszeit (high risk).

Wertebereich: Minimum und Maximum angeben (,aus / austifteln“) — dient zur Ab-
schatzung des Risikoprofils einer Einzelperson.

Anhand des Prognose-Scores kdnnen Prognose-Gruppen gebildet werden,
deren Uberlebenszeiten anhand von K.-M.-Kurven geschatzt werden konnen.
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Verhaltnis Fallzahl — Variablen im Modell:

Faustregein:

\/; n = Probandenzahl

Termanzahl = /7,45, Neferiy = #eventsinn
(Zensierungen — Powerverlust)

Q

Termanzahl

n

10

u

Termanzahl

Zusammenhang bei Anderung der Kodierung der Prognosevariable x; :

1.)  mannlich =1, weiblich=0 = g = RR=¢" beiw — m

2.)  mannlich =0, weiblich=1 = pg* = RR*=¢"" beim —» w

1
Zusammenhang: = 8* und RR¥=e"’=——
g B =-B 7R

Probleme bei der Cox-Regression

e Falsches Modell fur gegebene Datenstruktur

e iid verletzt

e selection bias bei den Probanden (vgl. Epidemiologie-Skript 2)

e zeitabhangige Kovariablen = besser: time-dependent-Cox / Aalen-Modell
e Beobachtungsdauer unpassend fur die Erkrankung

e unterschiedliche Beobachtungszeiten der Gruppen

e Klumpungen (Ausreilder)

e Fallzahl zu niedrig (zu wenige Events)

e B =r?sehr klein = wenig Aussagekraft

e zu viele Kovariablen

Weitere Modelle

Poisson-Regression: Personenzeit + poisson-verteilte Ereignisse
Polytome logistische Regression: Auspragungen von y = polytom
Konditionale logistische Regression: fir gematchte Daten
Modell von Aalen

Time-dependent Cox-Modell
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